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1 Teilchen im Kasten

1.1 Translation: Teilchen im Kasten

a) Es gilt die Schrodinger-Gleichung

E-U=HUY (1)
mit dem HAMILTON-Operator
A=T+0
und den Energie-Operatoren
52
~ P
T=— 2
> (2)
N 0 fur0O<x<L
0= (3)
oo sonst,
wobei der Impuls-Operator durch
. h 2 )
b= [ ox
gegeben ist, was eingesetzt in Gleichung 2
. nZ a2
T=-—— 5
2m  ax?2 (3)

ergibt.
(6)

Da das Potential nur fir 0 < x < L endlich ist, kann nur fir diese Werte W(x) # 0 sein. Fur diese kann
die Schrédinger-Gleichung zu

E-Y ne oty (7)
T 2m ax2
vereinfacht werden. Mit dem Ansatz
W(x) = e (8)
ergibt sich
2
E esz_ﬁ_, 2, Ax
2m
. V2m-E
A=+i- - (9)

und damit zunachst die allgemeine L6sung

Ux)=A-ett FEX L B.e i TRX (10)

Wegen der Stetigkeitsbedingung an die Wellenfunktion muss W(0) = W(L) = 0 erflllt sein. Aus der
ersten Bedingung folgt

0=A.et 70 4Bt 50



B=-A (11)

Die durch Einsetzen in Gleichung 10 resultierende Gleichung

Wx)=A- (e+"'@'x - e-"'f“r?”ﬁ*) (12)
lasst sich anhand der EULER-Beziehung zu
) 2m-E
Y(x)=C-sin T-x (13)
vereinfachen, wobei C = 2i- A gilt. Aus ¥(L) = 0 folgt
) 2m-E
0=C-sin| ——-L (14)
h
Dies ist genau dann erfullt, wenn flr ein ganzzahliges n die Gleichung
2m-E
n-M=——-:=:- L (15)
h
erfullt ist. Eingesetzt in Gleichung 13 ergibt sich
n-m
Ynh(x)=C-sin (Tx) (16)

mit der Normierungskonstante C.

b) Diese lasst sich anhand der Bedingung, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich 0 < x <L
eins sein muss, berechnen. Es ist

1= (Up|Wp) (17)
L

=Jlu:(x)-lvn(x)dx

C—2 18
=/ (18)

Fir n # 0 ist die Wellenfunktion nicht normierbar, da bei der Losung des Integrals n # 0 angenommen
werden musste.

¢) Eine notwendige Bedingung fur ein lokales Extremum der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist

d
0= &(w: -Lu,,) (19)
d n-m-x
=—(C2-sin2 )
dx

L

n-m n-m n-m

=2-——-sin (—-x)-cos(—-x)
L L L

=]
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n-m 2n-m
= -sin( -x) (20)
L L

Diese Gleichung ist fiur alle x erfillt, fir die der Sinus verschwindet. Dies immer dann der Fall wenn
sein Argument ein Vielfaches von m ist. Damit muss der Term Z’Z—X ganzzahlig sein. Dies ist bein =1 flur
x=%.L(k=0,1,2),bein=2firx=%.L(k=0,1,2,3,4)undbein=3firx=§-L (k=0,1,2,...6)
erfillt.

d) Wellenfunktion:
y

e

-V /LA

Aufenthaltswahrscheinlichtsdichten:
w

2/ A

e) Die Wahrscheinlichkeit ist % weil der Kasten bezlglich % spiegelsymmetrisch ist und entsprechend

auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Bereichen [0;L/2] und [L/2; L] gleich sein muss.

f)

(x) = (V|x]¥) (21)

Aufgrund der Symmetrie verschwindet der zweite Term und es ist

—L 22
== (22)



g) Das Modell des Teilchens im Kasten ist ein relativ gutes Modell fir lange konjugierte Polyene.

1.2 Translation: Teilchen im zweidimensionalen Kasten

a) Gegeben ist die Wellenfunktion

" ( ) 2 onNpem-x . nNp-mMey
n, (X y)= -sin -sin
e vL1-Lo L1 L>
n»-m-
=f(x)-sin—y.
Ly

Die notwendige Bedingung flr Extrema in y-Richtung ist

_ awnllnz

oy

np-m- np-m
=f(x).co52—y. 2

2 Ly

(24)

Die Faktoren f(x) und ”Z—Z" sind konstant und von null verschieden, sodass der Cosinus-Term verschwin-
den muss. Dies ist der Fall, wenn sein Argument sich als (k+1/2)-m mit einem ganzzahligen k darstellen

lasst. Dies ist fir n; =2 an den Stellen y =1/4-L, und y = 3/4- L5 der Fall.

lokales Extremum

- - - Knotenebene

lokales Extremum

d) Es ist zu prifen, ob

!
1=(Yn,n,|¥ny,n,)

Ly Ly
!
0 0



Einsetzen von Gleichung 23 liefert

L1 L 4
ny-m-Xx n)-m-
1= | dx dy -sin? -sinz—y
Li1-L> L1 Lz
0 0

L1 LZ

4 ny-m-Xx np-m-
< .| sin? ———dx- | sin? —ydy
L1-L> L1 Ly
0 0

A .
Mit dem Hinweis [ sin? 282 dz=7% - (2 - W) ergibt sich
0

4 L—l(z sin(2n-n1)) Lo (Z_Sin(2n-n2))

L1-L2'4 4 - Ny

Da n1 und n3 naturliche Zahlen sind, verschwinden die Sinus-Terme immer, wodurch sich die Gleichung
vereinfacht:

4 L L
1= ._1.2._2.2
Ll 4 74

Es ist leicht ersichtlich, dass diese Gleichheit gilt. Die Funktion ist also normiert.

e) Im wiurfelformigen Kasten hat die Grundzustandswellenfunktion eine kugelahnliche Form.

2 Das Wasserstoffatom

2.1 Radialfunktionen und radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

a) Ein Knoten liegt genau dann vor, wenn
Rni(e) =0 (26)

erfullt ist.

Es gilt fur Ry
[
2

0=Nz-(2-0)-e" 2,

wobei No eine von null verschiedene Konstante ist und der Exponentialterm nur im Unendlichen ver-
schwindet. Der Knoten liegt folglich bei

o=2.

Analog folgt fir Ry1

O=N21.Q.e_%
=0,

jedoch ist die Funktion an dieser Stelle nicht differenzierbar (fehlende Stetigkeit wegen R21(p) = 0Vp <



0 und R21(0) = N21 # 0), sodass die Funktion keinen Knoten aufweist. Fir R3g
2
0=N30- (3 -20+ 592) .e™03

32+22
= e+ge

01~1,901924
02 ~7,098076 .

Eine notwendige Bedingung flr ein Extremum ist

dR
nl _ (27)
de
Dies ergibt fur Ryo
O—i(N (2-0) e—%)
= do 20 e
e e 1
=Nzo-(-1)-€"2+Nz0-(2-0)-€72- (—5)
) e
=N e 2.l ==2
w-e - (5-2)
o=4
(mit einer positiven zweiten Ableitung, also einem lokalen Minimum) und flr R21
d
0 @ (N21 g-e 2)
0 e
=N e 2-([1-—=
et (1-2)
0=2
(mit einer negativen zweiten Ableitung, also einem lokalen Maximum)
b) Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem Volumenelement dV = dx - dy - dz ist gegeben durch
dP=R* (Q(X, Y, z)) -R(Q(X, Y, z)) -dx-dy-dz
*(o(r.6,9))-R(0(r,6,4)) -r?-sin6-dr-de-de (28)
Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist entsprechend
2n
dp .
Pr=—=| | R Q(r 6, ¢)) (g(r 6, ¢)) .sin@-de-d¢
00
=an-r?-R*(o(r.6,9)) -R(e(r, 6.)) (29)

und damit flr Rag

Pr,20=41'[-r2. 20'(2—0)2'6_9
=4m-al-N5,-0°-(2-0)*-e
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mit einer Nullstelle bei g = 2 (¢ = 0 fallt wiederum wegen der fehlenden Differenzierbarkeit weg) und
Extrema bei ¢ = 2 (Minimum) und ¢ = 3 — /5 (Maximum), wiederum fallt ¢ = 0 wegen fehlender
Stetigkeit an o = 0 weg.

Fir R>1

Pr21=4m-r?-N5, -0?-e™?

=A4m-a2-N2. .- p%.e~©
_4na0N219 e

ohne Nullstelle (Scheinlésung @ = 0) und mit einem Maximum bei ¢ = 4 (und der Scheinlésung g = 0).

<) R
1 2 3 4 5 6 7 8 R1o0 =
R
R21
T T T T T T r
1 2 6 7 8 R20 @
Pr
Pr20
T T T T T T T T P
1 2 3 4 5 6 7 8 ret -

d) Kugelflachen

e) Fur die radiale Verteilungsfunktion kommt der aus dem Winkelanteil stammende Term 4m-r? als Faktor
hinzu. Dadurch verschieben sich die Maxima, nicht jedoch die Nullstellen.

2.2 Orthonormalitat

a) Test auf Orthogonalitat:

2m
oéjf R3y-R21-r2-sing-dr-de-dg
0

[

T [o0]
= Jd(pjsinGdG-Nzo-N21-J(2—Q).Q.e—9.r2d,—
0 0

T

0
2
éJ Noo-(2—0)-e 5 -Nay-0-e75-r2-sin@-dr-do-d¢
0
2
0

[
f

T



Die Faktoren vor dem r-Integral sind konstant und von null verschieden, sodass nur getestet werden
muss, ob das Integral selbst verschwindet. Weiterhin lassen sich dr = ag - dpo und r2 = a% - 02 substitu-
ieren:

(2-0)-0-€72-0%do

o
=
Q
ow
8 O%s

3.e70_p%.e"0dp

L3
=a;- JZQ
0

(57-3)
;aé—12c1O

Die Funktionen sind also nicht orthogonal. Die Orthogonalitat von W;ox und W21, kommt also aus den
Winkelfunktionen Yqk.

Normierung von Rzo

[

Nao-(2—-0)-€3-Nag-(2—0)-e~%-r2-sin6-dr-do-d¢

o

=4m-a3-N3, -J(4QZ — 403+ 0% e 9dp
0

=4m-a3-N5,-(4-2! —4-31+41)

=(4m)- (8a - N2 50)

Der Faktor 4m wird fur die Normierung in der Regel in die Winkelfunktionen verschoben, sodass sich

ergibt:
N 1
227V 2ao)?

Analog ergibt sich fir R1:

b) Es ist zu zeigen, dass

!
0 =(R10-Yoo0lR20"Yoo0) ,



wobei durch die Tatsache, dass die Winkelfunktionen gleich sind, ein Orthogonalitatstest der Radialan-
teile ausreicht:

0; RX*. -Ryg- r2.dr

1
g = .2—p).e"
(aa/z ) (1/503/2 ( 0)-e

[o¢]

éC-JQQZ ~0%-e % -do

NI

[~

Die Orthogonalitat ist also erfullt.

2.3 Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich 70 <r< 3%0 ist gegeben durch das Integral

21 1 3a0/a
P("Z‘)Srs3j{°)=JJ LIJIOO-LIJNO-r2-sin9-dr-d9-d¢
0 0 ag/2
27 T 3a0/4
4 2
= — . —-.e720.r2.5inp-dr-d6-d¢

an o3

00 0

Mit r = ap - o ergibt sich

E
02 20 2
—4. =20, =_ _ -
! { (—2 (—2)”(—2)3”%

T 2e  ge”
~11,085%

2.4 Das Wasserstoffatom

Es gilt die Schrédinger-Gleichung

h? 5 e?

- v - Wigo=E-W

2me 100 an p 100 100
A2 1 d(, d 1 2 e? 1 2 1 2
- ..  —_ e - ... =F.— . .g”
2me r2 dr dr v/4m az/z Am-g0-r 4T af.)/z Jvan (3)/2



2

Beidseitige Division durch Wl ? liefert
A2 1 d , d e?
_ e rc.— -0 | — eQ—EeQ
2me r? dr dr 4m-g9-r

h2 1 2 e?
—_ . _2_ .e_Q_—.e_Q=E.e_Q
2Me ag r-ao

Einsetzen des gegebenen Ausdrucks fur ag fuhrt auf

K2 m2.e* 2me - €2 o e?
42.m2.¢5-h*  4m-go-r-h? 4m-g9-r

2 2 2
_ﬂ. e— .e_Q
2 4.mm-g9-hO

2 2 2
po_Me (¢
2 4.-m-g9-h

=-2,180-10718)
=-13,61eV

e_Q

1
= —— Hartree
2

Ist die Wellenfunktion nicht in einer expliziten Form bekannt oder handelt es sich nicht um einen Energieei-
genwert, muss stattdessen die Schrédinger-Gleichung von links mit der Wellenfunktion multipliziert werden.
Dann ergibt sich die zu I6sende Gleichung als

(W100lAI%100) = (W100|E|¥100)
(W100lAIW100)
(Y100|¥100)

3 Das Variationsprinzip

3.1 Beispielpotential

a) Esist

d2f  d2 o
a2 a2 078

— d —a-X 1
—a(e -( —or-x))

=e ™ .a.-(a-x-2)

10



und damit

. A% d2f(x)
Hf(x)=—2—me- 2 +C-x-f(x)
ﬁZ
= - e a-(a-x—2)+C-x-x-e” X
2me
ﬁ2
=(— -a-(a-x—2)+C-x2)-e‘“"‘
2Me

b) Das Integral ist

A2
x.e_a'x.(—Zm ~a-(G-X—2)+C‘X2) -e” X . dx
e

A2 - a2 A2 -«
= C-x3- X2 + x| -e729% . dx
2Me Me

3! hZ2.a%2 2! AZ.-a 1!
. — . + .
(2a)*  2me (2a)3 me (2a)2

c) Das Uberlappungsintegral ist

oo oo
2! 1
= | frO)-f(x)-dx= | x?- 729X . dx= —— = —
(19 = [ £00-700-0x= | s = 7
0 0
Damit ist der Erwartungswert der Energie
" 3C A2
By = CIAL) _ go+ + amea _ 3C  M7-o”
(1) # 200 2me

d) Notwendige Bedingung fur ein lokales Minimum ist das Verschwinden der ersten Ableitung:

0 d(A)y d 3C+ﬁ2-or2 A2.a 3C
" da  dal\2a 2me | me 2a?
33C'me

Fort =\ "om2

Die zweite Ableitung ist

d2(A)f d(ﬁ2-a 3c) RZ  3C

P - — 4
da? da \ me 2a? me 4a3

und damit an der Stelle, an der die erste Ableitung verschwindet

d2(A)f h? 3C 3 h?
dO(2 Qopt - Me 4. 35;7215 - 2 Me

und damit positiv, sodass tatsachlich ein Minimum vorliegt.

11



e) Esist

2
2 3/3C-me
A 3C h ( 2h? )
= +

Gopt 2 3/3C-me 2Mme
2h?
,[33¢3.2A2 | A®.32C2-m2  ,[/3)\° C2.h2
—_— + — —_— -
23.3C-me 23-mg-22-ﬁ4 2 Me

3.2 Grundzustand des Wasserstoffatoms

a) Der Hamilton-Operator angewandt auf die Wellenfunktion ist

N 1 1 d d Z
H —_ - — . — rz . _ e—aslater’r
Uslater ( > (I’z dr ( dr)) r)
1 1 d Z
— 2 —Osjaterl" —0slaterl"
=] — — | —a re.e ——.e
> (rz dar ( Slater )) E

1 1 —a .r 2 4 —-a -r
= _E : r_2 - | — Osjater - @ “Shater . (2[‘ — OSlater * I ) - 7 - @ Uslater

2
_ (GSIBter -Z _ aSIater) . @ Osiaterr

r 2

b) Das Integral ist

21T T 00 > 2
N _ . asjater — a _ . .
(Usiater|H|Yslater) = J er OStater'l". ( - S'ater) .e~9sater" . 2 .5ing.dr-d9-de
000

r 2

[oe]

2

Asater * r* 2
an- | | (Osiater = Z) - r— - - @ 40sater" . dr
0

2
1! _ aSIater . 2!
2

(asjater —2) -

2 3
4aSIater 8aSIater

Z
=4mn- -—
8asiater 4aS|ater

¢) Esist das Uberlappungsintegral

(Uslater|¢siater) = e~ 20saer . r2.sin 9. dr-d9- do

[

oo
= 4n-f e~ 20siater” . 2 . gin 9. dr
0

8O{SIater

12



und damit der Erwartungswert der Energie

(U/Slater |Fl| (//Slater)
(‘/’SlaterWSlater)

1 Z
4T[ ( 80siater 4a§Iater )

(’:I) Ysiater =

= 2!
4.
8o{glater
2
a
Slater
= T — Osjater - £

d) Notwendige Bedingung flir ein Minimum von (.‘-AI)‘,,Slater in Bezug auf asjater ist das Verschwinden der

ersten Ableitung

_ d(FI)wSIater
dasjater
aslater =2
e) Die Wellenfunktion ist damit
Psiater(r) = e~4r
und die minimale Energie damit
ZZ ZZ

Emin= — —Z+-Z=——),
min 2 2

im Falle des Wasserstoffatoms (Z = 1) damit —% Hartree.

f) a) Der Hamilton-Operator angewandt auf die Wellenfunktion ist

f _ 1 1 d/, d 4 — dgas
YGaur = 2\ ar r ‘arll T r €

1 /1 d ] A\ Z ,
- | — . — — zaGauB .re. e_aGauE'r —_— e_aGauB‘r
r

2 \r2 dr
= ! ! — 0 4 4 —QAGaugr? Z —OGaug*r?
——E' r_2 aGauR * r + aGauB r -e —7'6

= ( 3a 2a2 .22 . eacunr?
- Gaull — Gaull r

b) Damit ist das Integral

2m m © >

($causlHIYGaus) = J ”e‘“ﬁav@'rz : (3O’Gau3 20051 —7) re7fs ™ 12 sing- dr-d9-do
000
[o0]

4—Z.r)-e 20 gr

_ 2
=4m- 30’Gau[3 r’ —2a OCaur”

0
JT 3/m 1
=4m-| 3 0(2 ) —Z
( Gauts* 4(20Gaur) 4(20ca0p)Y2  © GauB 8(20Gaur)”? 4aGauB)

3 1
— -Z-
16 ZO{Gaufs 40aGaup

13



c) Mit dem Uberlappungsintegral

(‘/’GauBW/GauB) =

o

T o0
JJe_ZO’GauB'rZ_rz.sins-dr-dS-d(P
00

I
N

[o0]
n'Je_zaGa“"'rz r?.dr
0

JT
4. (20(Gauf3)3/2

(30em)
20Gauk

ergibst sich ein Erwartungswert des Hamilton-Operators von

=4m

. A
(H)weauﬁ _ (‘//Gaul3| |‘//Gaul3)
{(VGausl¥Gaus)

3 [T 1
_4T[ (16 20Gauk z 40’Gauf§)

()
20Gaus

3 1 1
= (2acau)”?- | =+ Voo —=—2 =
4 | 2aGaus VT - 0Gaug

3 8aGaur
= —-0Gaug —Z*
2 T

d) Damit ist das potentielle Minimum bei

oo Wi 3 [ 2
daGauB 2 T - dGauB

822

AGauB = W

e) Es ergibt sich die Wellenfunktion

8272 5
Yeaup(r)=exp| ———-r
on

und damit die minimale Energie

L 387 882 472
M2 on n  3m’

was im Fall des Wasserstoffatoms (Z = 1) einer Energie von —% Hartree ~ —0,4244 Hartree ent-
spricht.

g) Die Slater-Funktion gibt die bessere Beschreibung - im Falle des Wasserstoffatoms liefert sie im Rah-
men der Born-Oppenheimer-Naherung eine exakte Lésung. Die GauR-Funktion hat im Bereich kleiner
r einen zu geringen Abfall (bei r=0 ist der Abfall der Slater-Funktion maximal, der der Gaul3-Funktion
null), fir groRe r aufgrund des r? im Nenner dagegen einen zu starken Abfall. Dies entspricht Elektro-
nen, die starker am im Mittel erwarteten Ort lokalisiert sind.

14



4 Storungstheorie

4.1 Stérung im Kastenpotential

a) Der Hamilton-Operator der Stérung ist gegeben durch

0 wennx< L_Ta
AW =VM ={e wenn 5% <x< 4

L+a

0 wennx> >

b) Die allgemeine stérungstheoretische Ansatz der Schrédinger-Gleichung ist

Ak(ﬁﬂ-ﬂvyfhkww=o
0 (=0

M8

~
I

oder umgeordnet flr die Stérungstheorie n-ter Ordnung

n m
Z)\ Z Ak — E(k) p(m-K) = o

m=0

Fir m = 0 ergibt sich die ungestérte Schrodinger-Gleichung:
(,:,(0) _ E(k)) pO) =g
und furm=1
(,2,(0) _ E(O)) p@) 4 (,:,(1) _ E(l)) w0 = ¢

beziehungsweise

_nguw+ )

gn@w»=o
Von links mit W) multipliziert:

<

Aus der Hermitezitat von H(9) folgt, dass der linke Summand umformuliert werden kann:

<

wegen der oben genannten Schrédinger-Gleichung |A(®) — E@|w(®) = 0, sodass der linke Summand
wegfallt. Es gilt entsprechend

<

_ngu§+<

_gnWw»=o

gm@u) <

gm@m) -0

_gnme=o

<wwWEuww«n>=<

)

Da E() nur ein multiplikativer Operator ist, vereinfacht sich dies zu

gn mmpm <

wobei W) normiert ist, sodass sich der stark vereinfachte Ausdruck

E) = <

15



ergibt. Eingesetzt:

EQ) =

—_—

(wm)(x)) LR, (w(o)(x)) . dx

-~ ©

(v©@00) " -0- (W) - dx +

Il
o%m‘
3

L
(UJ(O)(X)) *. €. (LIJ(O)(X)) cdx + f (LlJ(O)(x)) *. 0- (W(O)(X)) -dx

L-a L
2

Da das Potential auBerhalb der Stérung unverandert ist, vereinfacht sich dies:

E) — f (w(o)(x)) ¥ e, (w(O)(X)) . dx

X .
2 4n-.
£ L+a L ) L+a L-a L . L-a
=—" - -sin{n-m- - - -sin{n-m-
L 4 4n-m L 4 4n-m L
a £ ) a . a
=£-—+ -{sinfn-m—n-m-— | —-sin{n-m+n-m- —
e Ul D)= ( 3)

n ist eine ganze Zahl. Im Fall, dass diese gerade ist, kbnnen vom Argument des Sinus die ganzen
Perioden abgezogen werden und es ergibt sich

a £ a a
EM=¢.— 4 -(sin(—n-n-—)—sin(n-n-—))
L 2n-m L L

a £ ( a)
=g-————-sin(n-m-—
L

Im Fall, dass n ungerade ist, fuhrt das Abziehen der ganzen Perioden auf

1 a £ . a . a
EW—¢. - 4 -(sm(n—n-n-—)—S|n(n+n-n-—)),
L 2n-m L L

was entsprechend der gegebenen Integrationshilfe auf dasselbe Ergebnis fuhrt, welches sich weiter
vereinfachen lasst:

a 1 a-n-m
EM=¢. - - -sin
L n-m L

c) Einsetzen der gegebenen Daten fihrt auf die Energiekorrektur

1 L 1 o L1em
EM=¢g.| — - —.sin
0L 1-m 10L

16



B 1 v/5-1
—E 10  4m

~0,163684%¢

4.2 Anharmonischer Oszillator

harmonisch
/

\ ,/ anharmonisch

17



	Teilchen im Kasten
	Translation: Teilchen im Kasten
	Translation: Teilchen im zweidimensionalen Kasten

	Das Wasserstoffatom
	Radialfunktionen und radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
	Orthonormalität
	Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit
	Das Wasserstoffatom

	Das Variationsprinzip
	Beispielpotential
	Grundzustand des Wasserstoffatoms

	Störungstheorie
	Störung im Kastenpotential
	Anharmonischer Oszillator


